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Los sistemas de transporte público, son componentes básicos e importantes para el 
desarrollo de cualquier ciudad [1]. Los sistemas BRT, son una solución para el transporte 
público y son diseñados para el transporte masivo de pasajeros. Estos han ganado 
popularidad en el mundo entero por su relación costo beneficio y ya han demostrado su 
atractivo en sistemas como Transmilenio (Bogotá, Colombia), Transantiago (Santiago, 
Chile) y Metro Rapid (Los Ángeles, CA) [2].  
 
A pesar de su popularidad, estos pueden presentar serios problemas prácticos si no se 
operan adecuadamente. Existen diversas investigaciones, que buscan asegurar una 
operación eficiente y confiable de estos sistemas tales como [3],[4] y [5] entre otros, sin 
embargo, dado que no todos los desarrollos son aplicables a todas las variaciones de estos 
sistemas o que su implementación tecnológica resulta muy costosa, sigue el interés por 
parte de los investigadores en proponer modelos que se acomoden a las exigencias del 
sistema y del presupuesto de los operadores para su implementación. 
 
Alguno de los problemas más frecuentes de estos sistemas son: el apelotonamiento de los 
buses, fallas en los buses, variación de la demanda no esperada [2], [4], [6], falta de 
sincronización con los semáforos o buses de diferentes rutas, entre otros que generalmente 
se ve traducido en atrasos en la prestación del servicio. La falta de acciones para prevenir 
los problemas mencionados, afectan la confiabilidad del servicio prestado y puede afectar 
la reputación del operador y desincentivar a los usuarios para seguir utilizando el servicio. 
Por lo anterior, la presente tesis, tiene como objetivo diseñar y desarrollar una metodología 
basado en modelos matemáticos de optimización que permita mejorar y mantener la 
operación del sistema de transporte BRT, en términos de disminución de apelotonamientos 
y puntualidad. 
 
La propuesta se desarrolla y valida utilizando el software matemático MATLAB, en el cual 
se simularán algunos aspectos básicos tales como: frecuencia, tablas de programación, 
topología, posición de los buses, velocidad, entre otros. Esta información, servirá para 
alimentar los modelos matemáticos de optimización que se exponen en esta propuesta, los 
cuales contarán con una función objetivo que medirá el estado del sistema en términos de 
atraso de la programación o apelotonamiento, sometido a unas restricciones lineales que 
asegurarán soluciones prácticas. Para determinar los beneficios de la aplicación de estos 
modelos matemáticos de optimización, se proponen y analizan escenarios con y sin la 




Para el cumplimiento de lo anterior, el contenido de la tesis tendrá la siguiente estructura: 
En el capítulo 1 se hablará sobre el planteamiento del problema, justificación, estado del 
arte y los objetivos. En el capítulo 2, se dará una breve introducción sobre algunas variables 
representativas en el estudio de sistemas BRT. El capítulo 3 y 4, se expondrá el modelo 
matemático para generación de tablas de programación de rutas con corredor compartido y 
los resultados obtenidos del simulador desarrollado. En el capítulo 5 y 6, se expondrá el 
otro modelo matemático encargado del control del sistema BRT, para mantener lo 
planteado en las tablas de programación. En el capítulo 7 se hará una discusión de los 
































CAPÍTULO 1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA, JUSTIFICACIÓN, 
ESTADO DEL ARTE Y OBJETIVOS 
 
1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 
 
El crecimiento de las ciudades, en términos de superficie y población es una de las 
tendencias más importantes del último siglo. La velocidad de este fenómeno ha impedido 
que se realice un desarrollo urbano bien planificado [7], incluyendo el tema del transporte 
público. 
 
En términos del proceso de planificación para transporte público se incluye normalmente 
cuatro actividades básicas que por lo general se realizan en secuencia: (1) diseño de la red 
de rutas, (2) el desarrollo de tablas horarias, (3) programación horaria de vehículos y (4) 
programación de operadores o conductores [8], siendo el estudio en sistemas de Buses de 
Rápido Transito (BRT de sus siglas en inglés), una alternativa cada vez más estudiada y 
utilizada como solución de transporte público para la sociedad por su bajo costo, 
comparado con otras alternativas de transporte, tales como el transporte ferroviario [4].  
 
Las tablas de programación (Timetable), son un elemento importante, generalmente 
utilizado en la operación de sistemas ferroviarios y BRT. En el despacho de trenes y buses, 
estas tablas apuntan típicamente a construir un horario que especifica una red física y 
detallada de los tiempos de salida y de llegada para cada tren o bus, con el objetivo de 
minimizar, por ejemplo, los tiempos totales de viaje de todos los trenes [9]. A diferencia de 
los sistemas BRT, una mala programación en la operación de estas tablas en los sistemas 
ferroviarios podría generar graves accidentes.  
 
La generación de las tablas de programación refleja el negocio, las necesidades de 
transporte, culturales, educativas, sociales, industriales y recreativas de la comunidad. El 
propósito de esta actividad es, establecer horarios alternativos para cada ruta de tránsito a 
fin de satisfacer las variaciones en la demanda [10]. Las tablas de programación definen el 
plan de servicios que cada ruta tendrá a lo largo del día, semana, mes, tomando como base 
los conteos de pasajeros o demanda y sus variaciones, que permiten definir el 
dimensionamiento de ruta en términos de sus variables de oferta y demanda, y cumpliendo 
con las restricciones de niveles de servicio que por política defina el sistema de transporte. 
 
Sin embargo, cuando en la generación de estas tablas, no se tiene en cuenta factores 
externos como la variabilidad de la demanda, semaforización, los cruces entre rutas, entre 
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otros, o no se tienen controles apropiados para mitigar estos efectos de los factores 
externos, se ve comprometido la calidad del servicio prestado. Lo anterior generalmente 
tiende a generar apelotonamiento entre los buses y afectación en la puntualidad [4], [2]. A 
pesar de que existen diversos desarrollos que tiene en cuenta los problemas anteriores, no 
todas son aplicables a las variaciones topológicas o restricciones particulares que pueden 
tener los sistemas BRT, o su implementación práctica es difícil por sus altos requerimientos 
tecnológicos. 
 
Por lo anterior, se plantea la pregunta de investigación: ¿es posible desarrollar una 
metodología para mantener la puntualidad y prevenir apelotonamientos entre los buses, que 
requiere bajo recursos de información y que permitan generar y controlar tablas de 





Los sistemas de transporte son componentes básicos en la estructura social, económica y 
física del área urbana, y juegan un rol fundamental en la movilidad de las personas tanto en 
zonas urbanas como suburbanas. Los sistemas BRT son diseñados para el transporte 
masivo de pasajeros y han ganado popularidad en el mundo entero por su relación costo 
beneficio. Este modelo, promete ser una solución factible para los usuarios y los 
operadores, donde ya han demostrado su atractivo en sistemas como Transmilenio (Bogotá, 
Colombia), Transantiago (Santiago, Chile) y Metro Rapid (Los Ángeles, CA) [2] para 
resolver el problema de la movilidad y la demanda de tránsito [4]. 
 
La operación de estos sistemas se clasifica en dos enfoques: una donde se cumple un 
horario establecido y la otra donde la operación evoluciona según el comportamiento del 
sistema. Es importante planear correctamente la operación del sistema para prevenir 
problemas, sobretodo en sistemas con corredores compartidos, donde el despacho de buses 
sin control a diferentes frecuencias, puede provocar apelotonamiento entre los buses desde 
la misma programación, generando apelotonamiento entre los buses, disminución de la 
puntualidad [4], [2], falta de confort y aumento de los tiempos de espera y de viaje de los 
usuarios. 
  
Por lo anterior, se hace necesario y pertinente contar con sistemas de control y estrategias 






El estudio de estos sistemas presenta un impacto para los siguientes actores involucrados: 
 
El usuario: Debido a la satisfacción de las necesidades de movilidad y confort en el 
transporte. 
 
Para la ciudad: Sistemas de transporte adecuadamente integrado al entorno, mejoramiento 
de la imagen del transporte público y menor saturación en las vías. 
 
Para el operador: Sistema económicamente eficiente, y mejor prestación del servicio. 
 
Un ejemplo conocido; aunque ya superado, sobre el impacto social de una mala planeación 
y operación del sistema es la conocida crisis del TranSantiago en Chile [11], donde se 
presentó un colapso del sistema de transporte de la ciudad. 
 
1.2.3 Viabilidad. 
Dada la importancia en los estudios sobre este estos sistemas y el impacto económico y 
social que pueden llegar a tener, la metodología a desarrollar en esta tesis intentará salirse 
de los esquemas habituales de optimización de este tipo de problemas, solucionando el 
mismo desde una perspectiva diferente a los esquemas tradicionales, tal como se propuso 
en [12]. La presente propuesta pretende desarrollar un modelamiento de fácil 
implementación y bajos recursos tecnológicos y, por tanto, de baja inversión. 
 
Lo anterior es viable, dado la amplia investigación que hay sobre este tema, además, cada 
nueva propuesta que se desarrolle sobre este tema, amplía el marco de acción de la 
investigación sobre este campo. 
 
1.3 ESTADO DEL ARTE 
 
En [9] se propone un proceso para la generación de tablas de programación para múltiples 
trenes en diversos trayectos. En [13] las tablas de programación se diseñan para operar los 
trenes de forma confiable según la disponibilidad de la infraestructura sin tener conflictos 
de emergencia, el cual se define como múltiples trenes reclamando la misma porción del 
trayecto. Se propone un modelo lineal entero mixto en la formulación del problema. El 
modelo considera mediante restricciones, algunos contratiempos que pueden emerger en la 
operación, y encuentra la solución óptima del problema permitiendo a las rutas 
reprogramarse sobre todas las rutas existentes en el área de control. Sin embargo la 
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implementación de los modelos anteriores son complejos debido a la cantidad de variables 
de entrada y los requerimientos tecnológicos necesarios para su aplicación. 
 
En [14] exploran las consecuencias de algunos costos sociales en el análisis de la 
programación de los buses. El transporte público tiene diferentes percepciones. Desde el 
punto de vista del operador del bus, una tabla de programación eficiente debería minimizar 
los costos de programación de los buses, mientras que para los usuarios, debería asegurar la 
puntualidad y la disminución de los tiempos de viaje. El autor propone un modelo 
matemático para generar tablas de programación en tiempo real, respondiendo a la 
demanda del sistema, manteniendo el balance entre los intereses de los usuarios y los 
operadores, mediante un modelo de optimización que utiliza información histórica del 
sistema. El problema es que el modelo es solo aplicable a sistemas BRT pequeños. 
 
Aunque la programación es importante, la ausencia de acciones de control en la operación 
de los sistemas BRT, pueden generar desviaciones no deseadas, y presentar 
apelotonamiento de los buses (Bus Bunching). Las acciones de control son de interés, 
debido que nos permite mantener en lo posible la programación planeada. 
 
En [12] se propone una solución en tiempo real para operar el sistema sin apelotonamiento, 
modificando las tablas de programación estratégicamente para lograr este objetivo. El 
inconveniente del modelo es que con la modificación constante de las tablas de 
programación el usuario no tendrá un horario fijo en la llegada de los buses. Lo interesante 
de la propuesta anterior, es que se sale de los esquemas tradicionales para resolver este tipo 
problemas, donde en vez de utilizar modelos de optimización, propone un modelo 
heurístico para su solución, facilitando su aplicación práctica.  
 
En [15] se mantiene la puntualidad de la programación ante desviaciones de la operación, 
haciendo micro ajustes a las tablas de programación mediante modelos de optimización. 
Sin embargo, no tiene en cuenta el manejo de sistemas, donde las rutas tienen corredores 
compartidos, haciendo que no sea posible la implementación en este tipo de sistemas. 
 
La tabla 1, presenta un resumen de otras investigaciones enfocados en el estudio del tema 
de interés. Se observa que el uso mediante modelos matemáticos de optimización es 
ampliamente utilizada en la comunidad académica para analizar este tipo de sistemas. 
Generalmente, las propuestas solo analizan topologías donde no se presentan cruces entre 




Tabla 1: Revisión bibliográfica sobre modelos de optimización aplicado a 
sistemas de transporte público- Elaboración Propia 
   
Artículo 
Función objetivo Restricciones 
Control Método de solución 
Usuarios Operador Adelantos Tecnología 
Mauttone [1] 
Minimizar tiempos de viaje (en 
vehículo, espera y transbordo) 
minimización de la flota - - - Algoritmo GRASP 
Koehler [4] Minimizar tiempos de espera - No AVL Holding Programación Cuadrática iterativa 
Huang [16] 
Minimizar tiempos de viaje (en 
vehículo, espera y transbordo) y la 
varianza en los tiempos de viaje 
minimización del costo 
de operación 
- - - Algoritmo Genético 
Delgado[3] 
Minimizar tiempos en vehículo y de 
espera en la estación 
- No AVL Holding, Boarding Limits Simulación 
Ortiz [17] 
Minimizar tiempos en vehículo y de 
espera en la estación 
- No AVL Holding, Boarding Limits Simulador EMBARQ BRT 
Bartholdi [12] - 
Minimizar los 
apelotonamientos 
No especificado AVL 




Minimizar tiempos de espera de los 
pasajeros 
- No AVL Holding 
Algoritmo de Recocido o 
Enfriamiento simulado 
Yu [18] 
Minimizar tiempos de espera de los 
pasajeros 
- No AVL, APC Holding 









Adicionalmente, al realizar una consulta por la herramienta SCOPUS, que es una base de 
datos bibliográfica de resúmenes y citas de artículos y revistes científicas reconocida a 
nivel mundial y, poniendo como palabra clave “Bus Rapid Transit” se encuentran los 
desarrollos más importantes sobre este tema de investigación en una línea de tiempo. La 




Figura 1. Publicaciones consultadas por año de sobre “Bus Rapid Transit”.Fuente 
SCOPUS – Elaboración propia. 
De otro lado, realizando una búsqueda a nivel internacional, se observa que en Colombia no 
se ha realizado suficiente investigación sobre este tema, a pesar de contar con la 
implementación de varios sistemas BRT tales como, Transmilenio (Bogotá), Megabús 
(Pereira), Metroplús (Medellín), MIO (Cali), Metrolínea (Bucaramanga) y TransMetro 
(Barranquilla), lo cual motiva la ejecución de este tipo de investigaciones para aumentar el 
fortalecimiento del conocimiento del país y ser visto como un referente a nivel 





Figura 2. Publicaciones consultadas por país sobre Bus Rapid Transit.Fuente SCOPUS – 
Elaboración propia. 
 
1.4 CONSIDERACIONES Y RESCTRICCIONES 
 
La propuesta, tiene en cuenta las siguientes consideraciones y restricciones: 
 
 El sistema está compuesto por dos rutas con corredores compartidos. 
 Antes de cada corredor compartido, existe una estación donde se puede aplicar el 
control propuesto en la metodología para prevenir el apelotonamiento. Es posible 
tener una única estación de control para prevenir el apelotonamiento. 
 La tabla de operación del sistema se construye a velocidad promedio constante y 
teniendo en cuenta los tiempos promedio de demora por abordaje y salida de los 
usuarios del bus. 
 La demanda es un parámetro de entrada conocido para el modelo. 
 No se tiene en cuenta contingencias en el modelo. 
 Para el modelo de optimización de control, las acciones de control consiste en la 
modificación de la velocidad promedio o la retención de los buses. 








Mantener la programación del servicio y tener en cuenta las estaciones compartidas por 
diferentes rutas para la generación de las tablas de programación, disminuyen el 
apelotonamiento de los buses, aumenta la regularidad y puntualidad del servicio, mejora el 
confort y disminuyen los tiempos de espera de los usuarios. 
 
1.6 OBJETIVOS GENERALES Y ESPECÍFICOS 
 
1.6.1 Objetivo general. 
Diseñar y desarrollar una metodología basado en modelos matemáticos de optimización 
que permita mejorar y mantener la operación de sistemas de transporte tipo BRT, en 
términos de disminución de apelotonamientos y puntualidad. 
 
1.6.2 Objetivos específicos. 
 Desarrollar un modelo matemático de optimización, que minimice los 
apelotonamientos entre dos rutas con corredor compartido 
 
 Desarrollar un modelo matemático de optimización, que permita controlar la 
operación de los buses, para mantener la programación establecida en las tablas de 
programación. 
 

















CAPÍTULO 2. VARIABLES DE ESTUDIO: FRECUENCIA Y TABLAS DE 
PROGRAMACIÓN 
 
Este capítulo aborda algunas de las variables más utilizados en el ámbito de los sistemas 
BRT. Para efectos de la presente propuesta de investigación, estas variables son las que 
presentan un gran impacto en la programación y operación, por lo cual son el objetivo 
principal para su mantenimiento según lo programado en los modelos matemáticos de 
optimización que se expondrán en los siguientes capítulos. 
 
Desde el punto de vista del operador, la mayoría de los sistemas públicos de transporte que 
prestan el servicio tienen algunas características comunes. Las más sobresalientes de ellas 
son ciclo de vehículo (Vehicle Cycle) y la noción de capacidad.  
2.1 CICLOS DE VEHÍCULOS  
 
En [19] y [8], la operación de un vehículo (van, bus, o tren) en el transcurso de un día de 
servicio de transporte es lo que se conoce comúnmente como ciclo de vehículo, porque 
tiene a repetirse así mismo de un día al siguiente. 
2.2 CAPACIDAD  
 
En [19] y [8], se define la capacidad en el ámbito de la operación de transporte, como la 
medida del máximo número de pasajeros que pueden ser llevados más allá de una estación 
en un periodo de tiempo dado. La medida más común para la capacidad es en términos de 
pasajeros por hora. 
 
El tiempo entre vehículos, pasado un punto dado, se conoce como periodo (headway), 
usualmente expresado en minutos. La inversa del headway, se conoce como la frecuencia, 
que cuantifica el número de vehículos por unidad de tiempo que deben pasar en un punto 
fijo de la ruta. Usualmente se expresa en vehículos por hora: 
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Teniendo en cuenta lo anterior, la capacidad de transporte de una ruta es dada como el 
producto de la frecuencia y el máximo número de personas por vehículo: 
 




F: frecuencia de la ruta en (veh/h) 
Ncar: número de vagones. 
Ccar: máximo número de personas por vagones. 
 





En [20] se explica que cuando los buses están programados de manera uniforme en la ruta, 
el espacio entre los buses permanece uniforme, siempre y cuando no se presenten 
interrupciones. 
 
Sin embargo, cuando un bus es retrasado, el espacio respecto al bus anterior se reduce. La 
congestión, los accidentes de tránsito y eventos especiales (elecciones, paros, etc.) son 
posibles causas de estos retrasos. 
 
El tiempo extra por estos retrasos, permite algunos de los pasajeros que debían coger el 
segundo bus, cojan el primero. Dado que ya no hay tantas personas que aborden o se bajen 
del segundo bus, este sale cada vez más rápido. 
 
Para el primer bus, cada estación toma más tiempo del planeado, a medida que más 
personas abordan y descienden de este, obligando al bus a esperar y retrasarse cada vez más 
en la programación, mientras que el segundo bus está cada vez más cerca, y eventualmente 




Uno de los mayores focos para determinar el servicio de transporte, es la selección de la 
frecuencia más adecuada (vehículos/hora) para cada ruta en el sistema, por hora del día, día 
de la semana y tipo de día. La selección de este valor debe basarse en criterios sólidos, 
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debido al alto costo envuelto en proveer una alta frecuencia, y tener en operación vehículos 
que no sean necesarios [8]. 
 
Es común ver que las agencias de transporte, sigan creyendo que la frecuencia de las 
últimas semanas es buena para la operación de la semana actual, y no ajustan el servicio a 
la demanda fluctuante [8]. 
 
Existen diversas metodologías para determinar la frecuencia, teniendo como datos de 
entrada la información obtenida mediante las metodologías chequeo fijo y chequeo móvil 
(point-check y ride-check). Para mayor información sobre estas metodologías, se puede 
referir a [8]. 
 
El chequeo móvil, provee información más completa que el chequeo fijo, pero es más 
costosa por la necesidad adicional de personal adicional para proveer la información o más 
sistemas de conteo automático (e.g. APC, AVL). 
 
Para lo anterior, es necesario cumplir varios requerimientos: 
 
El primer requerimiento es normalmente conocer ampliamente el uso del método peak-
load-factor (Chequeo fijo). El segundo requerimiento es conocer la política de servicio, el 
cual usualmente no excede los 60min entre vehículos o en algunos casos más restrictivos 
los 30 min entre vehículos. 
 
Aunque los modelos matemáticos son ampliamente usados para determinar la frecuencia, 
generalmente no es posible incorporar situaciones específicas de la operación en el modelo 
de optimización [8]. 
 
Las metodologías más comunes para el cálculo de la frecuencia son los siguientes: 
 
2.4.1 Método de Máxima Carga (Max Load (Point Check) Methods). 
Uno de los objetivos básicos en la prestación del servicio de transporte, es asegurar un 
adecuado espacio para acomodar al máximo número de pasajeros a bordo a lo largo de una 
ruta sobre un periodo de tiempo. Sea j el periodo de tiempo. Basados en el concepto sobre 
pico de carga (peak-load), el número de vehículos requeridos para el periodo j es: 
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Donde  ̅  es el promedio máximo del número de pasajeros (max load) observados a bordo 
en el periodo j, c representa la capacidad del vehículo (número de sillas más el número 
permitido de personas de pie), y   es el factor de carga durante el periodo j, y       .  
 
Por conveniencia, sea: 
 
         
 
Conocido como la capacidad deseada de ocupación del vehículo en el periodo j.  
 
La información de máxima carga utilizada, corresponde a lo recolectado por un chequeador 
entrenado para contar usuarios, localizado al principio de la sección de máxima carga. 
 
Esta parada usualmente es determinada por información anterior de chequeo o informado 
por un supervisor. Frecuentemente, el chequeador está en la parada donde la cantidad de 
usuarios es máxima en el periodo j. 
 
Para calcular la frecuencia asociada con esta parada, se tiene que: 
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Donde Fmj es la frecuencia mínima requerida (el inverso a la política de servicio) para el 
periodo j. Hay q periodos de tiempo; S representa el conjunto de todas las estaciones de la 
ruta, excluyendo la última estación, i* es el pico máximo de carga diario, y Pij es definido 
como la medida estadística del número total de pasajeros a bordo en todos los vehículos 
saliendo en la estación i durante el periodo j y el total de carga observada en este punto 
respectivamente [8]. 
 
Otra variación de este método, está basado en el máximo número de usuarios observado en 
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Donde              , lo que representa la máxima carga observada en cada periodo j. 
 
2.4.2 Métodos de Perfil de Carga (Load Profile (Ride Check) Methods). 
La información es recolectada por un chequeador móvil, permite observar la variabilidad de 
los pasajeros entre las estaciones, o lo que se conoce como perfil de carga (load profile). Un 
primer método considera un límite inferior de frecuencia (o límite superior del periodo), 
dado las mismas restricciones del vehículo y capacidad, como sigue: 
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Donde li es la distancia entre la estación i y la siguiente (i+1). Aj es el área en pasajeros-km 
bajo el perfil de carga durante el periodo j. L es la longitud de la ruta. 
 
Este método garantiza, teniendo como base el promedio de Pij, que los pasajeros a bordo en 
el segmento de ruta de máximos pasajeros, no experimentarán apiñamiento encima de la 
capacidad c del vehículo. 
 
Sin embargo, este método puede resultar inconveniente para los pasajeros para extensas 
distancias donde la carga de pasajeros esté por encima de doj. 
 
Para eliminar esta posibilidad, se introduce otro método que establece el nivel de servicio a 
considerar, restringiendo la porción de longitud de ruta que tendrá la carga más allá de la 
capacidad deseada. Este método toma la forma: 
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2.5 TABLAS DE PROGRAMACIÓN 
 
Las tablas de programación del transporte público constituyen el puente más profundo entre 
el operador y los pasajeros buscando un servicio confiable [8]. Cuando la demanda no es 
conocida, el flujo de vehículo se retrasa, viajando detrás del horario y entra en el proceso 
inevitable de atrasar aún más el servicio. Esta situación se conoce con el nombre de 
apelotonamiento. 
 
Un costo efectivo y eficiente de las tablas de programación de transporte encarna un 
compromiso entre el costo del servicio y el confort de los pasajeros. 
 
Este concepto de costo efectivo permite establecer cinco objetivos para crear tablas de 
programación de transporte [8]: 
 
1. Evaluar tablas de programación opcionales en términos de los recursos requeridos. 
 
2. Mejorar la correspondiente salida de vehículos de acuerdo con la demanda de pasajeros, 
minimizando los recursos. 
 
3. Permitir, en el procedimiento de la construcción de la tabla de programación, 
excepciones especiales conocidas por el planeador, que no se ven en la recolección de la 
información. 
 
4. Permitir la construcción de tablas de operación con técnicas de suavizado del periodo 
(headway). 
 
5. Integrar diferentes métodos de arreglos de frecuencia y diferentes procedimientos de 
construcción de tablas de programación. 
 
2.6 IMPACTO EN EL MODELO PROPUESTO 
 
Como se puede observar, cuándo se determina la frecuencia, esta se calcula según la 
demanda del sistema, y se planea con base a esta. Esta información es base importante y 
tendida en cuenta para la construcción de las tablas de programación que además incluyen 
particularidades en la operación. Cuando la operación se sale de lo que se tiene 





Como ya se ha mencionado, estos disturbios pueden deberse a la misma variabilidad de la 
demanda, y a la misma programación, por ejemplo, por no considerar el cruce entre rutas de 
diferentes rutas en una misma estación, afectando la continuidad de la prestación del 
servicio de los buses que se cruzan. 
 
Aunque la propuesta tiene en cuenta las tablas desarrolladas por cualquier método, por 
ejemplo el propuesto en el propuesto por en el proyecto de Colciencias, en la parte de 
planeación, o el expuesto anteriormente en [8], por facilidad en la aplicación de lo que se 
hace, se supone que la misma es creada mediante valores de frecuencia y condiciones de 
































CAPÍTULO 3. MODELO MATEMÁTICO: DISMINUCIÓN DEL 
APELOTONAMIENTO PARA DOS RUTAS CON CORREDOR COMPARTIDO 
 
El modelo matemático propuesto en este capítulo, busca disminuir el apelotonamiento de 
los buses (bus bunching), usando como insumo principal las tablas de programación. Para 
ello, como ya se mencionó uno de los problemas más comunes es que generalmente la 
literatura analiza sistemas con único corredor, esta propuesta, intenta solucionar el 
problema analizando un sistema BRT de dos rutas con estaciones compartidas. Por lo 
anterior se genera la necesidad de tener una sincronización en el despacho de los buses para 
evitar el apelotonamiento de los buses. 
 
El modelo parte de lo siguiente: 
 
3.1 DESCRIPCIÓN DEL MODELO MATEMÁTICO 
 
Sean las variables s (s   N= {1, 2, 3,…}) para denotar el número de la estación (el cuál 
incrementa en la dirección del recorrido), n (n   N= {1, 2, 3,…}) para denotar el número 
del bus (el bus que se despacha primero tiene números más pequeños) y a (a   {1, 2}) para 
denotar las rutas del sistema. 
 
Sea la notación y las variables mostradas en la tabla2, se pretende generar un modelo capaz 
de corregir o sincronizar la tabla de programación de dos rutas con uno o más conjuntos de 
estaciones compartidas. 
 
Partiendo de una frecuencia establecida y una hora de apertura del servicio t0, los tiempos 
planeados de llegada a cada estación diferente a la estación inicial viene dado por la 
ecuación (1): 
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Tabla 2: Variables del modelo matemático de optimización para el ajuste de las tablas de 
programación con cruce entre sus rutas- Elaboración Propia 
Variable Significado 
   
  Tiempo de espera del bus n en la estación s de la 
ruta a. 
 
   
  Hora planeada de llegada del bus n a la estación s de 
la ruta a. Depende de la demanda. 
 




  Tiempo de retraso del bus n de la ruta a. 
 
 ̂  
 
 Hora planeada de llegada a la estación 1 para el bus 
n de la ruta 2. 
 
  Factor de conversión para compatibilidad de 
unidades. 
 




Número de buses en la ruta bajo análisis. 
      
  Distancia entre las estaciones s y s+1 de la ruta a. 
 
   
  Velocidad i promedio del bus n en la ruta a. i 
={max, med, min}. 
 
  
  Velocidad promedio del bus n en la ruta a. 




Donde t0 puede ser cero u otro valor que represente el inicio en la prestación del servicio. 




Para prevenir el apelotonamiento, se elige una de las tablas que pueda ser susceptible a 
cambios. Sea a=1 la ruta base y a=2 la ruta susceptible a cambios (esclava). Debido a la 
suposición anterior, se cumple que: 
 
   
             (3) 
  
Sea Ia (   (             )            {       }) los conjuntos ordenados, de 
menor a mayor de las estaciones compartidas para cada una de las rutas. Si k representa los 
números de buses a comparar, una función objetivo que mantiene la máxima separación 
entre los buses minimizando los tiempos de desviación respecto a un horario definido es: 
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La ecuación (4) resume la función objetivo y expandiéndola según las ecuaciones (1) y (2) 
se tienen la variable de decisión   
 . La ecuación (5) es la restricción de la variable de 
decisión que limita su dominio a valores prácticos. Las ecuaciones (6) y (7) contiene la 
primera estación de cruce del corredor compartido entre las a rutas. Finalmente la ecuación 
(8) busca el bus más cercano (n’) al bus base (n) para la aplicación correcta del modelo 




Las ecuaciones (9) y (10) condicionan la aplicación de la función objetivo, indicando si es 
posible la resta propuesta, o si por el contrario la resta no pesa en la función objetivo dando 
siempre cero. 
 
La expresión anterior genera un   
  que aumenta la distancia entre los buses de dos rutas 
distintas, afectando la salida de los buses pertenecientes a la tabla de programación esclava 
(a=2). Lo anterior es posible, debido a que la función objetivo responde a la siguiente 
relación matemática: 
 
Sea la siguiente desigualdad: 
 
      (   )  (   )  (11) 
 
        . 
 
La expresión anterior se ve reflejada en el modelo de la siguiente manera: 
 
Sin pérdida de generalidad, consideremos la expresión para el segundo bus de la tabla base, 
entonces según la ecuación (4) y para una comparación de k buses tenemos que: 
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Donde gráficamente, la relación corresponde a lo mostrado en la figura 3. 
 
El objetivo de la metodología propuesta, es tener la máxima separación entre los buses de 
diferentes rutas. 
 
Según la figura 3, la máxima separación se logra cuando el tiempo entre los buses antes y 
después del bus base son iguales, que a su vez, es el requisito para que la suma de los 
tiempos sea mínima, esto es: 
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Figura 3. Tiempo entre el bus 2 de la ruta 1 y k buses de la ruta 2 – Elaboración propia. 
Por lo tanto, es necesario sumar y restar por un valor   
  para igualar los tiempos: 
 
(  
    
    
 )  (  
    
    
 )  
 
Lo anterior implica que la solución al problema de optimización busca la máxima 
separación entre los buses. 
 
Resolviendo la desigualdad planteada en la ecuación (11) se demuestra la validez de la 
proposición: 
 
         
 
         
 
Lo que significa que siempre la suma será menor para dos números iguales, que entre otros 
dos números resultado de la suma y resta de un valor c. 
 
La función de la variable   
  es ajustar la salida de los buses de la ruta esclava, para que el 
tiempo entre ellos y de las diferentes rutas sea equidistante. 
 
3.2 RESTRICCIONES ADICIONALES 
 
Al modelo matemático anterior, adicional a las restricciones en los valores que puede tomar 
la variable de decisión ds,n, también se puede adicionar las siguientes restricciones que 
fuerzan a las variables de decisión que se cumplan ciertas particularidades del sistema: 
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3.2.1 Restricción en la fracción de tiempo de atención. 
Esta restricción, busca el total de los desfases programados de cero, lo anterior significa que 
la demanda es atendida en el mismo periodo de tiempo, aunque saliendo los servicios a 
diferentes horas. Para lo anterior, se debe cumplir que los desfases en la ruta esclava 
cumplan lo siguiente: 
 
∑    
 
   
   (13) 
 
Donde c, es la estación de control donde se aplican los retrasos. 
 
3.2.2 Restricción del valor del periodo entre los buses. 
Esta restricción, busca que los tiempos entre los buses despachados de la ruta esclava sean 
simétricos, conservando el valor de periodo establecido en la programación. Para lo 
anterior, se debe cumplir que los valores en la tabla de programación en la estación de 
control se cumplan la siguiente restricción: 
       (   )      (   )               (14) 
3.3 MEDICIÓN DE LOS RESULTADOS 
 
Para medir la efectividad de la optimización propuesta, se tendrá en cuenta la disminución 
del apelotonamiento y los tiempos de ejecución del modelo. 
 
Para la disminución del apelotonamiento, es necesario definir los tiempos que deben existir 
entre los buses para que exista apelotonamiento. En [21], consideran que hay 
apelotonamiento en el sistema cuando existe entre los buses una diferencia de 2min o 
menos. En [22], definen el apelotonamiento cuando existe una diferencia entre los buses de 
3min o menos. En la literatura, no existe un mínimo estándar para definir si existe 
apelotonamiento. Las agencias de tránsito pueden considerar este límite según los factores 
propios de cada sistema, tales como la frecuencia del servicio, la topología [21] entre otros. 
 
Por la presente propuesta se considerará como apelotonamiento aquellos buses que estén 
entre los 15s, 30s, 45s, y 60s de diferencia de tiempo. 
 
Para medir los tiempos de ejecución del modelo matemático, se hace uso de los comandos 




CAPÍTULO 4. SIMULADOR Y CASOS DE PRUEBA 
 
4.1 MODELO BÁSICO 
 
Para probar la metodología propuesta, se introduce el siguiente modelo imaginario: 
 
Ruta1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
    
Ruta2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 
 
Figura 4. Los números representan las estaciones y las estaciones pintadas corresponden a las 
estaciones compartidas entre ambas rutas– Elaboración propia. 
 
Las características principales de este sistema son: 
 
 La distancia entre cada par de estaciones es la misma para las dos rutas. El tiempo 
de recorrido entre estaciones es de 30s (Se supone velocidad constante). 
 La ruta 1 (a=1) contiene 14 estaciones. Cada 300s se despacha un servicio. El 
corredor compartido es entre las estaciones 5 a la 7. El tiempo de espera en 
estaciones por abordaje y salida de pasajeros es de 5s en conjunto y, se considera 
constante e igual para todas las estaciones. 
 La ruta 2 (a=2) contiene 18 estaciones. Cada 360s se despacha un servicio. El 
corredor compartido es entre las estaciones 3 a la 4. El tiempo de espera en 
estaciones por abordaje y salida de pasajeros es de 3s y se considera constante e 
igual para todas las estaciones. 
 
Ahora, con la tabla de programación diseñada a partir del sistema anterior, se construye el 
modelo matemático, según la ecuación (4). La primera estación donde se comparte el 
corredor son 5 y 3 para las rutas 1 y 2 respectivamente. Ahora, considerando un factor de 
planificación k=4 se calcula la diferencia de tiempo entre un bus de la tabla esclava contra k 
buses de la tabla maestra. Por ejemplo para n=2 y a=1, la comparación se hace con k buses 







Tabla 3: Tiempo entre el bus 2 de la ruta 1 respecto a los buses 2, 3, 4 y 5 de la ruta 2- Elaboración 
Propia 
 
n=2 | a=1 
n |a=2 2 3 4 5 
Dif (s) 14 -346 -706 -1066 
 
La tabla 3, muestra como el bus 2 de la ruta 2 está a 14s del bus 2 de la ruta1. La separación 
de tiempo deseada entre los buses para este ejemplo es de 180s, que es la mitad del periodo 
de la tabla maestra. 
 
Ahora siguiendo el mismo procedimiento para n=1, 3 de a=1 se plantea el problema de 
optimización teniendo la restricción            Utilizando Gradiente Reducido 
Generalizado para solucionar el problema, se obtienen los resultados que se muestran en la 
tabla 4. 
 
La tabla 4 presenta como la separación entre los mismos buses presentados en la tabla 3 se 
aproximan más a la separación ideal. Aplicar esta estrategia implica modificar las salidas de 
los buses de la tabla esclava, sin embargo, es posible restringir los límites en los que se van 
a modificar y prevenir el apelotonamiento que pueda surgir en la generación de la tabla de 
programación. 
 
Esta metodología se puede expandir a más de un corredor compartido entre dos rutas, pero 
aunque el modelo no lo necesita, puede ser necesario tener una estación de control en a=1 
antes de cada conjunto de estaciones compartidas. 
 
Tabla 4: Valor de la función objetivo antes y después de la optimización, y separación entre los 
mismos buses mostrados en la Tabla3- Elaboración Propia 
Escenarios Valor de la F.O 




n=2 | a=1 | ds,n=60  
n |a=2 2 3 4 5 





4.2 ASPECTOS DEL SIMULADOR 
 
El simulador propuesto fue desarrollado en el entorno de MATLAB. Se diseñaron 
diferentes scripts para simular particularidades del sistema. Este simulador se ejecutó en 
Windows 10 Intel (R) Core (TM) i5 -3337U CPU @ 1.8GHz, Memoria 6.00 GB 
 
4.3 CASO DE PRUEBA DEL SIMULADOR 
 
Inicialmente, para probar las funcionalidades y los análisis del modelo propuesto, se 
desarrolla la optimización de dos pequeños modelos. Luego se realizarán pruebas a 
sistemas más complejos: 
 
4.3.1 Único cruce. 
La figura 5 muestra un sistema de prueba compuesto por 14 estaciones, donde las 
estaciones sombreadas corresponden a las estaciones compartidas por ambas rutas. 
 
Ruta1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
Ruta2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
Figura 5. Cada número corresponde a las estaciones y las estaciones pintadas corresponden a las 
estaciones compartidas entre ambas rutas– Elaboración propia. 
Para verificar los beneficios en la aplicación del modelo matemático propuesto, se simula el 
escenario de la figura 5, con y sin la aplicación de la propuesta, para posteriormente 
comparar los resultados de ambos escenarios. 
 
Se supone que solamente se puede aplicar el control de retraso en la primera estación, por 
lo tanto, el modelo de optimización entregará la mejor respuesta teniendo en cuenta esta 
restricción con el objetivo de reducir el apelotonamiento del servicio, únicamente afectando 





Figura 6. Comparación de las tablas de programación del sistema de prueba sin la aplicación de la 
optimización propuesta– Elaboración propia. 
 
En la figura 6 se observa el comportamiento del servicio de ambas rutas sin la aplicación de 
la propuesta. Las líneas verticales de la figura, representa la estación inicial donde se cruzan 
las estaciones. Se puede observar como varios de los servicios se cruzan en esta estación de 
cruce. 
 
La figura 7 muestra el comportamiento del servicio con la aplicación del modelo de control 
propuesto. La tabla 5, resume los resultados, comparando los escenarios anteriores. Se 
puede observar como el modelo propuesto disminuye los apelotonamientos del sistema y 
disminuye el valor de la función objetivo. 
 
Al aplicar la metodología con las restricciones planteadas en el numeral 4.5, aumenta el 
valor de la función objetivo, así como el número de apelotonamientos. Sin embargo, el 
servicio sigue siendo mejor, con la ventaja de que el servicio se presenta en la misma franja 
horaria y se respeta los tiempos de salida entre los buses. La figura 8 muestra el 
comportamiento del sistema con las restricciones mencionadas. 





















Figura 7. Comparación de las tablas de programación del sistema de prueba con la aplicación de 
la optimización propuesta– Elaboración propia. 
 
Tabla 5: Comparación de los escenarios antes y después de la aplicación del modelo matemático- 
Elaboración Propia 
Descripción Sin Optimizar Optimizado 
Con las restricciones 
del numeral 4.2 
Valor FO 3,964.40 2,521.9 3,240.1 
#Buses juntos por 15s o 
menos 
0 1 1 
#Buses juntos por 30s o 
menos 
5 1 2 
#Buses juntos por 45 o 
menos 
5 3 4 
#Buses juntos por 60 o 
menos 
11 8 9 





















Figura 8. Comparación de las tablas de programación del sistema de prueba con la aplicación de 
la optimización propuesta y restricciones en los desfases– Elaboración propia. 
El tiempo de ejecución promedio para la solución del modelo matemático fue de 
0.004914s. 
 
4.3.2 Múltiples cruces. 
La figura 9 muestra un sistema de prueba compuesto por 14 estaciones, donde las 
estaciones sombreadas corresponden a las estaciones compartidas por ambas rutas. 
 
Ruta1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
Ruta2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
Figura 9. Modelo de prueba. Cada número corresponde a las estaciones y las estaciones pintadas 
corresponden a las estaciones compartidas entre ambas rutas– Elaboración propia. 
Al igual que el caso anterior, se analizan los escenarios con y sin la aplicación del modelo 
matemático, para comparar sus resultados. 
 




















Al igual que el caso anterior. Solo es posible aplicar los desfases en la primera estación, por 
lo tanto el modelo de optimización entregará la mejor respuesta teniendo en cuenta esta 
restricción con el objetivo de reducir el apelotonamiento del servicio. 
 
Figura 10. Comparación de las tablas de programación del sistema de prueba, sin la aplicación de 
la optimización propuesta– Elaboración propia. 
 
La figura 10, presenta las tablas de programación de ambas rutas sin la aplicación del 
modelo de control. Por el contrario, la figura 11 presenta las tablas de programación con la 
aplicación del modelo de control propuesto. Finalmente, la tabla 6, resume los resultados 
obtenidos de los escenarios descritos anteriormente. 






















Figura 11. Comparación de las tablas de programación del sistema de prueba con la aplicación de 
la optimización propuesta– Elaboración propia. 
Como se puede observar, el sistema presenta más apelotonamientos con la aplicación de la 
metodología propuesta. Lo anterior es debido a la fuerte restricción de solo poder utilizar 
una estación para controlar la salida de los buses, y a los pocos buses utilizados. Se puede 
observar que el valor la función objetivo presenta una disminución, lo que indica que el 
modelo pudo mejorar las distancias entre varios servicios, lo cual se hace más notable entre 



























Tabla 6: Comparación de los escenarios antes y después de la aplicación del modelo matemático - 
Elaboración Propia 
Descripción Sin Optimizar Optimizado 
Con las restricciones 
del numeral 4.2 
Valor FO 15,814 8,244 10,389 
#Buses juntos por 15s o 
menos 
1 2 3 
#Buses juntos por 30s o 
menos 
7 9 11 
#Buses juntos por 45 o 
menos 
11 13 15 
#Buses juntos por 60 o 
menos 
15 20 25 
 
El tiempo de ejecución promedio para la solución del modelo matemático fue de 
0.038995s. 
 
Figura 12. Comparación de las tablas de programación del sistema de prueba con la aplicación de 
la optimización propuesta y restricción en las desviaciones– Elaboración propia. 
 
 
















4.4 CASOS DE ESTUDIO 
 
A continuación, se hará una simulación aproximada al sistema de Megabús de Pereira. Se 
tendrá en cuenta las siguientes consideraciones: 
 
- El valor de k es igual a 2. 
- No se permite los adelantamientos 
- Se considera las rutas 1(Troncal 1 Cuba- Av 30 Agosto- Dosquebradas) y 2 
(Troncal 2 Cuba- Centro- Dosquebradas) del servicio de Megabús. 
- El número de estaciones de la ruta 1 (Troncal 1 Cuba- Av 30 Agosto- 
Dosquebradas) a analizar son 21 estaciones, que corresponde el recorrido entre los 
intercambiadores. Las estaciones son las señaladas en color en la figura 13. 
 
 
Ruta1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 
m(x10
2
)  7,9 10,6 10 3 3,7 5,9 2,8 4,1 2,5 4,3 2,7 7,8 9,2 2,7 12,4 4,4 3,9 3,8 4,9 8,8 
Figura 13. Modelo práctico. Cada número corresponde a las estaciones y las estaciones pintadas 
corresponden a las estaciones compartidas entre ambas rutas– Elaboración propia. 
Las distancias presentadas en la figura anterior, muestra la distancia de la estación actual 
respecto a la estación anterior. La longitud total de la ruta 1 es de 11,54km. 
 
La estación 1 representa la estación Intercambiador Cuba y la estación 21 representa la 
estación Intercambiador Dosquebradas. Debido que estas estaciones son finales, suponemos 
que en ambas es posible aplicar el retraso indicado por la propuesta. 
 
Por lo anterior, solo se simulará la mitad del trayecto (solo de ida), dado que la aplicación 
en la otra mitad del trayecto sería similar. 
 
- El número de estaciones de la ruta 2 (Troncal 2 Centro-Dosquebradas) a analizar 
son 22 estaciones, que corresponde el recorrido entre los intercambiadores. Las 
estaciones son las señaladas en color en la figura 14. 
 
Ruta2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
m(x10
2
)  7,9 10,6 10 3 3,7 6,2 3,5 3,9 2,8 4,7 3,9 5,7 3,8 2,7 5,4 12,4 4,4 3,9 3,8 4,9 8,8 
Figura 14. Modelo práctico. Cada número corresponde a las estaciones y las estaciones pintadas 
corresponden a las estaciones compartidas entre ambas rutas– Elaboración propia. 
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Las distancias presentadas en la figura anterior, muestra la distancia de la estación actual 
respecto a la estación anterior. La longitud total de la ruta 2 es de 11,6km. 
 
La estación 1 representa la estación Intercambiador Cuba y la estación 22 representa la 
estación Intercambiador Dosquebradas. Debido que estas estaciones son finales, suponemos 
que en ambas es posible aplicar el retraso indicado por la propuesta. 
 
Por lo anterior, solo se simulará la mitad del trayecto (solo de ida), dado que la aplicación 
en la otra mitad del trayecto sería similar. 
 
- Los tiempos de abordaje y salida de ambas rutas se supone conocida. Sin embargo, 
dado la confidencialidad de la información, se trabajará con información 
aproximada. El detalle de la información utilizada para este modelo estará 
disponible en los documentos adjuntos del proyecto. Se trabaja con el supuesto que 
por política de la empresa, el bus espera en cada estación 60s, y que en las 
estaciones de mayor demanda se supera dicho límite tiempo. 
 
Al igual que los escenarios anteriores, se tendrán dos escenarios, uno donde se refleja la 
operación normal del sistema sin la aplicación del modelo de optimización, y otro escenario 
con su aplicación. 
 


















 Figura 15. Comparación de las tablas de programación del sistema práctico sin la aplicación de 
la optimización propuesta– Elaboración propia. 
 
La figura 15, presenta las tablas de programación de ambas rutas sin la aplicación del 
modelo de control. Por el contrario, la figura 16 presenta las tablas de programación de 
ambas rutas con la aplicación del modelo de control propuesto, considerando las 
restricciones del punto 4.2. La tabla 7, resume los resultados obtenidos de ambos 
escenarios. Se puede observar como el modelo propuesto disminuye el número de 
apelotonamientos en el sistema. 
 
Figura 16. Comparación de las tablas de programación del sistema práctico con la aplicación de 
la optimización propuesta y las restricciones del punto 4.2– Elaboración propia. 
Por lo anterior, se comprueba que el modelo matemático presenta una herramienta útil para 
reprogramar el despacho de los buses, buscando disminuir el número de apelotonamientos 

























Tabla 7: Resultados del caso de estudio Megabús - Elaboración Propia 
Descripción Sin Optimizar Optimizado 
Con las restricciones 
del numeral 4.2 
Valor FO 15,814 6,527.7 10,389 
#Buses juntos por 15s o 
menos 
3 0 0 
#Buses juntos por 30s o 
menos 
7 0 0 
#Buses juntos por 45 o 
menos 
13 1 2 
#Buses juntos por 60 o 
menos 
14 9 10 
 
El tiempo de ejecución promedio para la solución del modelo matemático fue de 
0.004148s. 
4.5 PRUEBA DE ESTRÉS 
 
Se realizará una prueba de estrés al modelo de optimización, modificando el número de 
variables del mismo. Lo anterior se hace con la intención de ver los tiempos de ejecución 
del modelo ante sistemas más grandes, y determinar cuál de las variables impactan más en 
los tiempos de solución. Todas las ejecuciones se hacen con k=2 y se consideran las 
restricciones del punto 4.2 
 
4.5.1.1 Buses Constante: 
Este caso varía la cantidad de estaciones del modelo matemático, dejando constante el 
número de buses. Los tiempos de ejecución del modelo, teniendo en cuenta que el número 
de buses de la ruta 1 y 2 son 6 y 9 buses respectivamente, son los siguientes: 
 
Tabla 8: Resultados caso variación del número de estaciones con buses constantes - Elaboración 
Propia 
Número Estaciones Ruta 1 y 2 
Tiempo promedio de solución 









4.5.1.2 Estaciones Constante: 
Este caso varía la cantidad de buses del modelo matemático, dejando constante el número 
de estaciones. Los tiempos de ejecución del modelo para un número de 14 estaciones son 
los siguientes: 
 





Tiempo promedio de solución del 
modelo matemático (s) 
6 9 0.00469500 
12 18 0.00529000 
24 36 0.00742675 
96 144 0.09225350 
192 288 0.50620400 
 
Adicionalmente, analizando el número de apelotonamientos para el último escenario, se 
aprecia la disminución de apelotonamientos para los casos críticos de los buses que están 
separados entre 0 y 30s de recorrido. 
  
Tabla 10: Resultados caso de variación de estaciones con buses constantes - Elaboración Propia 





#Buses juntos por 15s o menos 88 19 
#Buses juntos por 30s o menos 176 173 
#Buses juntos por 45s o menos 309 356 
#Buses juntos por 60s o menos 402 425 





Figura 17. Gráfica del modelo optimizado en el escenario con 30 buses para el escenario de 
estaciones constantes. 
 
4.5.1.3 Cruces entre estaciones: 
Este caso varía el número de cruces entre estaciones. El número de buses considerados para 
la ruta 1 y 2 son 12 y 18 buses respectivamente. Se considera 28 estaciones para ambas 
rutas. Los tiempos de ejecución son los que se detallan a continuación: 
 
Tabla 11: Resultados caso de variación de cruces de estaciones, con buses y estaciones constantes - 
Elaboración Propia 





























CAPÍTULO 5. MODELO MATEMÁTICO: CONTROL PARA MANTENER LA 
OPERACIÓN DEFINIDA EN UNA TABLA DE PROGRAMACIÓN 
 
El modelo matemático propuesto en este capítulo, busca mantener la programación 
planeado para los buses, establecidas como tablas de programación. Usa como insumo 
principal la tabla de programación que se desea cumplir en la operación. Para lo anterior, la 
propuesta entrega acciones de control al operario del bus. Adicionalmente, se tiene en 
cuenta que por características topológicas (e.g. estaciones muy juntas entre sí, alta 
semaforización) donde no es posible aplicar adecuadamente los controles propuestos. 
 
El modelo parte de lo siguiente: 
 
5.1 DESCRIPCIÓN DEL MODELO MATEMÁTICO 
 
Sean las variables: s (s   N= {1, 2, 3,…}) para denotar el número de la estación (el cuál 
incrementa en la dirección del recorrido), n (n   N= {1, 2, 3,…}) para denotar el número 
del bus (el bus que se despacha primero tiene números más pequeños) y a (a   {1, 2}) para 
denotar las rutas del sistema. 
 
Sea la notación y las variables mostradas en la Tabla 12.  
 
Partiendo de una frecuencia establecida y hora de apertura del servicio t0, los tiempos 
planeados de llegada a cada estación diferente a la inicial viene dado por la ecuación (15): 
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La programación para la primera estación, viene dado por la ecuación (16): 
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Tabla 12: Variables del modelo matemático de optimización para el control del sistema - 
Elaboración Propia 
Símbolo Significado 
    Holding, es el tiempo de holgura que debe 
estar el bus n en la estación s. Ésta es la 
variable de decisión del modelo. 
 
   
  Tiempo de espera del bus n en la estación s 
de la ruta a. 
 
 ̂  
  Hora planeada de llegada del bus n a la 
estación s de la ruta a. 
 
   
  Hora estimada de llegada del bus n a la 
estación s de la ruta a. 
 
 ̂     Hora planeada de llegada del bus n a la 
estación s+1. 
 




  Tiempo de retraso del bus n de la ruta a. 
 
 ̂  
 
 Hora planeada de llegada a la estación 1 
para el bus n de la ruta 2. 
 
  Factor de conversión para compatibilidad de 
unidades. 
 





Número de buses en la ruta bajo análisis. 
      
  Distancia entre las estaciones s y s+1 de la 
ruta a. 
 
     Hora estimada de llegada del bus n a la 
estación u según información obtenida vía 
GPS o AVL. 
 
   
  Velocidad i promedio del bus n en la ruta a. 





  Velocidad promedio del bus n en la ruta a. 
   Frecuencia de operación de la ruta a. 
   
  Parámetro que indica la dificultad de 
aplicarse una acción de control entre la 




Donde t0 puede ser cero u otro valor que represente el inicio de operación del servicio. 
 
Las ecuaciones (15) y (16) permiten obtener la tabla de operación del sistema para un 
número de a rutas.  
 
Sean las tablas de operación generadas a partir de las ecuaciones (15) y (16) los horarios de 
referencia que se desean mantener. Entonces una aproximación real de los tiempos de 
llegada a las estaciones, corresponde a una expresión similar donde se incluye además la 
estrategia de control de holding paramétrico: 
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Donde    
  es un parámetro de cada estación e indica el grado de dificultad para aplicarse 
las estrategias de control en el recorrido de la estación s-1 a la s. Este parámetro también 
conocido como peso se supone constante y conocido. 
 
Sea u (u   N= {1, 2, 3,…}) la variable para denotar la estación siguiente a la que se dirige el 
bus articulado mediante algún medio tecnológico (e.g GPS, AVL) [23]. Este valor se 
supone conocido y se denota como θn→u para referirse la hora estimada de llegada a la 
estación siguiente u del bus n respecto a su ubicación actual. 
 




                   (19) 
 
Finalmente, para evitar valores de tiempos de espera excesivos para los usuarios, se 
restringe los valores de holding a un valor h_tol. 
 
Considerando lo anterior, el modelo matemático se puede definir para cada ruta a como: 
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El modelo propuesto; a diferencia de los que aparecen en los artículos revisados, requiere 
poca información para su implementación y considera valores negativos de holding. Este 
valor negativo representa el tiempo que debe ser compensado para cumplir la programación 
objetivo. Esto se logra al modificar las velocidades promedio del articulado. Para prevenir 
posibles excesos de consumo de combustible por la variación continua de velocidad, se 
trabajará con tres tipos de velocidad promedio: 
 
vmed: Velocidad promedio nominal de operación, se aplica o mantiene mientras el holding 
sea cercano a cero. 
vmin: Velocidad promedio mínima de operación, se aplica cuando el holding es positivo 
(adelantado a la programación).  
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vmax: Velocidad promedio máxima de operación, se aplica cuando el holding es negativo 
(atrasado a la programación). 
    {
      
          
            
      
                  
      
                  
 (24) 
Donde     es la acción de control que se va aplicar al bus n. 
 
5.2 MEDICIÓN DE LOS RESULTADOS 
 
Para medir la efectividad de este modelo de optimización, se propone hacer la medición 
mediante comparación. Inicialmente, se obtendrán resultados del simulador para un 
escenario sin control, para ver el comportamiento del sistema y tener valores de referencia. 
Luego, se simulará el mismo escenario, aplicando los controles de acuerdo al modelo de 
























CAPÍTULO 6. SIMULADOR Y CASOS DE PRUEBA 
 
El simulador para la aplicación del control se programó en MATLAB
TM
. Es un simulador 
basado en eventos análogo al mencionado en [3]. En este caso, cada evento se dispara 
cuando se cumple los minutos de resolución de la simulación. En cada evento se actualiza 
la cantidad de usuarios en cada estación, la posición de los buses articulados, su velocidad y 
el control. El descenso de los pasajeros se determina cada vez que un bus articulado llega a 
la estación. 
 
La llegada y salida de los usuarios se asume aleatoria con una distribución de Poisson para 
cada estación. Esta distribución es común en servicios con intervalos de tiempo entre buses 
menores a 12min [3]. El abordaje de los buses se realiza según la disponibilidad de 
capacidad del bus, indiferente del momento en que lleguen los pasajeros. Se consideran los 
tiempos de abordaje y salida de los pasajeros, y se supone que este tiempo es proporcional a 
la cantidad de usuarios. Para tener un escenario con altos retrasos en la programación, se 
supone un valor de tiempo de abordaje y salida del bus de 0.9s por usuario. 
 
El holding calculado mediante la optimización, se utiliza para definir la velocidad promedio 
de operación de cada bus articulado. Lo anterior significa que no se aplica retención directa 
de los buses a lo largo del recorrido. Adicionalmente, para evitar sobreutilización del 
control, no se aplica control si el valor de holding no supera los ±10s. 
 
Un parámetro importante a determinar son los intervalos de tiempo entre los que se aplicará 
la optimización, debido a que está relacionado con el tiempo de cómputo y la capacidad 
para el sistema de comunicación en procesar la información, realizar los cálculos y enviar 
los resultados a los buses articulados. Aunque la optimización se realiza para todo el 
recorrido, solo se toma el holding de la estación siguiente a la que va el bus para determinar 
el control que se deba aplicar. La decisión de control aplicada no cambia hasta que se haga 
un nuevo llamado a la optimización. 
 
 Como no hay apelotonamiento desde la creación de la tabla de programación, solo se 
simulará el funcionamiento de una ruta. La metodología propuesta se aplica a un corredor 
imaginario con frecuencia de operación constante de un bus cada 120s. Contiene un 
escenario compuesto por 22 estaciones distribuidas de forma equidistante en un corredor de 
8,8km y 32 buses articulados con capacidad de transportar 160 usuarios cada uno. El tiempo 
entre estaciones se determina según la velocidad promedio del articulado que cambia según 




Para probar la efectividad de la estrategia de control, se emplean siguientes escenarios: 
 
Primer Escenario: Alta congestión sin aplicar ningún tipo de control.  
Segundo Escenario: Alta congestión aplicando la estrategia de control cada 60s, 120s y 
180s de operación.  
Tercer Escenario: Alta congestión aplicando la estrategia de control cada 180s, y con peso 
en las estaciones.  
 
Para cada uno de los escenarios, se realizaron 30 simulaciones como en [3], donde cada 
simulación representa 122min de operación aproximadamente. Debido a que la función 
objetivo propuesta es un problema de mínimos cuadrados con restricciones, se hace uso de 
la función lsqlin de MATLAB
TM
 para la solución del modelo matemático propuesto. 
 
5.3 SIMULACIÓN DEL ESCENARIO SIN ACCIONES DE CONTROL 
 
 
Figura 18. Tabla de programación de cada bus articulado en el sistema.– Elaboración propia. 
 
La figura 18, muestra los tiempos de recorrido promedio de cada bus articulado en el 
sistema. Se puede apreciar como al final del recorrido (parte superior de las gráfica) no se 
conservan las diferencias de tiempo planificadas entre los buses articulados (parte inferior 


















de las gráficas). Es claro que la diferencia en tiempos deseable entre los buses es igual al 
tiempo de salida de un bus respecto al otro, que corresponde al inverso de la frecuencia. 
 
La figura 19, es un acercamiento a la figura 18, y se observa la presencia de 
apelotonamiento del sistema. Al presentarse este fenómeno, dos o más buses intentan 
atender la misma estación, pero debido a que no hay forma de adelantamiento, los usuarios 
del bus que va a la cabeza del apelotonamiento perciben un tiempo de viaje usual, pero los 
usuarios que van atrás de este bus, presenta un aumento en sus tiempos de viaje debido a 
que toca esperar a que los buses por delante de él atiendan las estaciones. 
 
Figura 19. Acercamiento del recorrido de cada bus articulado. En esta imagen se ve el 

















Figura 20. Promedio de diferencias de tiempo entre las tablas de operación planeada y 
real de cada bus articulado– Elaboración propia. 
 
La figura 20, muestra como la diferencia de tiempo entre la planeación y lo ocurrido en la 
operación aumenta a medida que se presentan desviaciones no programadas en el servicio. 
Los valores por debajo de cero en la figura 20, indica que el bus articulado se encuentra 
adelantado a su programación. Esta situación, sumado a los posibles retrasos del bus 
delante de él, hace que se genere apelotonamiento.  
 
La figura 21, es un cuadro de vigilancia que refleja el porcentaje de carga de cada bus 
articulado en todo el recorrido. El objetivo de la figura 21, es detallar el uso de la capacidad 
de los buses articulados e intentar observar una de las consecuencias directas del 
apelotonamiento que consiste, en tener el bus a la cabeza del apelotonamiento sobrecargado 
y los buses detrás de éste subutilizados. 




























Figura 21. Promedio de porcentaje de carga. Entre más grande el porcentaje más ocupado se 
encuentra el bus articulado– Elaboración propia. 
 
5.4 SIMULACIÓN DEL ESCENARIO CON ACCIONES DE CONTROL 
 
El control propuesto, se puede implementar a cualquier cantidad de rutas debido a su 
simplicidad. Si las rutas tienen estaciones compartidas, y sus tablas de operación no 
presentan apelotonamiento, entonces el control tiende a mantener la regularidad del sistema 
planeado y prevenir el apelotonamiento, por lo tanto, es importante asegurarse de que las 
tablas de operación planeadas estén correctamente diseñadas para el éxito de la estrategia 
propuesta. Sin pérdida de generalidad, se aplica las acciones de control cada 60s, 120s y 
180s para una única ruta. Para todos los casos, incluyendo el control con peso en las 
estaciones se obtienen figura s similares. A continuación se muestran las figuras 
correspondientes a la optimización aplicada cada 3 minutos: 





















Figura 22. Tablas de programación de cada bus articulado en el sistema – Elaboración propia. 
 
 
Figura 23. Acercamiento del recorrido de cada bus articulado. En esta imagen se ve la disminución 
de la presencia del apelotonamiento en el sistema – Elaboración propia. 































Figura 24. Promedio de diferencias de tiempo entre las tablas de operación planeada y real de 
cada bus articulado – Elaboración propia. 
 
Figura 25. Promedio de porcentaje de carga. Entre más grande el porcentaje más ocupado se 
encuentra el bus articulado– Elaboración propia. 
 











































De la comparación de las gráficas 18 y 22, se puede observar como el desplazamiento de 
los buses articulados se regulariza, pues en la figura 22 hay disminución de acercamientos 
entre los buses articulados. Las figura s 19 y 23 muestran detalladamente el recorrido de los 
buses articulados donde se puede presenciar lo mencionado anteriormente. 
 
Las figuras 20 y 24, aunque tienen una forma similar, permiten observar como las 
diferencias de programación de la figura 24 convergen a un número menor a los de la figura 
15, aproximadamente 200s y 250s respectivamente. Lo anterior significa, que el modelo de 
control propuesto disminuye los retrasos del sistema. 
 
Respecto a la distribución de carga de los buses mostrado en las figura s 21 y 25, no se 
tuvieron diferencias significativas entre los escenarios. Lo anterior puede deberse al 
modelamiento de los usuarios en el simulador, que no siguen una matriz origen-destino. 
 
El tiempo promedio, para la solución del modelo matemático es de 0.591459s. Con lo 
anterior se ve la factibilidad para su implementación en una aplicación en tiempo real. 
 
La tabla 13 presenta el valor de la función objetivo (F.O) de todos los escenarios simulados. 
Se puede observar como la función objetivo disminuye al aplicarse las estrategias de 
control. Es de anotar, que para el simulador desarrollado, bajo las condiciones expuestas, 
aplicar la optimización cada 1min y 2min son los escenarios que presentan mejor 
desempeño. 
 
Tabla 13: Valor de la función objetivo para cada uno de los escenarios propuestos. 
Escenarios 




Sin Control 13,817.27 539.92 
Control cada 1min 8,142.13 381.06 
Control cada 2min 8,349.69 257.42 
Control cada 3min 8,599.31 340.98 
Peso en estaciones 10,077.59 365.26 
 
Para verificar los intervalos de tiempo entre buses articulados, se hace uso de los tiempos 
de llegada de todos los buses a cada estación. La tabla 14 muestra en promedio los 
intervalos de tiempo entre un bus y el siguiente en su programación. Aunque todos los 
escenarios tienen en promedio los mismos intervalos de tiempo, los escenarios con control 
presentan menor desviación. Además, se observa que los escenarios con control tienen 
menos buses que llegan con intervalos de tiempo inferiores a un minuto, lo que significa 
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menos apelotonamiento. De nuevo los mejores escenarios corresponden a los escenarios 
con control cada 1min y 2min. 
 
Tabla 14: Intervalos de tiempo entre los buses (en segundos) en todo el recorrido 
Escenarios 




Número de buses con 
separación menor a un 
minuto en la estación 
final 
Ideal 180 0 0 
Sin Control 180.2 66.2 6 
Control: 1min 179.3 47.4 2 
Control: 2min 179.9 47.6 2 
Control: 3min 179.3 45.7 2 
Peso en estaciones 179.9 47.9 1 
 
 
Para el escenario con peso en las estaciones, se puede observar que presenta menor 
desempeño respecto a los escenarios de control con peso unitario. Sin embargo, estos pesos 
proveen una herramienta útil para representar mejor matemáticamente el sistema bajo 
estudio, indicando los lugares donde la aplicación de alguna estrategia no sea factible, 
como por ejemplo, estaciones muy juntas entre sí, alta semaforización, restricciones de 
velocidad por las normas de tránsito entre estaciones, entre otros, y así darle mayor 



















CAPÍTULO 7. DISCUSIÓN Y RESULTADOS 
 
7.1 MODELO MATEMÁTICO TABLAS DE PROGRAMACIÓN 
 
Según los resultados del capítulo 5, se puede inferir que la aplicación del modelo propuesto, 
mejora la operación del sistema, en el sentido que previene apelotonamientos en la 
operación, respetando la programación y evitando retrasos no programados. 
 
Como ya se mencionó, los estudios que tienen en cuenta sistemas con múltiples rutas son 
limitados, por lo cual, esta propuesta de tesis aporta en el campo de la programación de 
sistemas BRT con múltiples rutas, con la particularidad de tener corredores compartidos, 
con la limitante de que este modelo considera el análisis de dos rutas. 
 
Se pudo observar que el modelo matemático, no aumenta considerablemente los tiempos de 
ejecución para sistemas de gran tamaño. Sin embargo, se pudo notar que el número de 
servicios o buses programados, son las variables que tienen un impacto directo en los 
tiempos de solución del modelo. 
 
También, de acuerdo a los resultados de la tabla 6, los resultados de este modelo son más 
notables, a medida que más buses se analicen. Adicionalmente, aunque el modelo permite 
comparar cualquier cantidad de buses, antes o después de un servicio base, el valor de k=2 
presenta menos desviaciones para la ruta esclava. 
 
Los insumos en este modelo, se utilizan en el modelo de control, además, los resultados 
entregados por este modelo, sirve de insumos para modelo matemático de control 
propuesto. Lo anterior facilita su implementación práctica, dado que un mismo desarrollo 
sirve para implementar varios aspectos de esta propuesta, lo cual, está alineado con el 
objetivo de aplicabilidad que se deseaba. 
 
7.2 MODELO MATEMÁTICO CONTROL SOBRE LA PROGRAMACIÓN 
 
El control en los sistemas BRT, es importante ya que sostiene y cumple en lo posible la 
programación. Como ya se expuso en capítulos anteriores, es importante contar con un 
modelamiento, de tal forma que pueda ser factible su implementación práctica. 
 
La propuesta del modelo matemático del capítulo 6, y los resultados obtenidos en 7, 
cumplen precisamente lo anterior, dado que la solución del modelo matemático es rápida, 
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lo cual facilita su implementación práctica. Adicionalmente, hace uso de información ya 
utilizada en el modelo anterior. 
 
Debe tenerse en cuenta, que para su implementación, puede ser necesario considerar un 
centro de control que: 
 
- Recolecte la información del sistema: Posición de los articulados, tablas de 
programación a cumplirse en el día de operación, etc. 
 
- Determinar las acciones de control para mantener la programación de manera 
óptima. 
 
- Comunicar las acciones de control a los operarios de los buses. 
 
Como se puede observar, implementar estos modelos requiere de tecnología para hacer 
viable su uso. Los modelos matemáticos son la inteligencia del centro de control, y que 
requiere de tecnología para recolectar y entregar la información a los actores involucrados 
en los modelos. 
 
La metodología propuesta en el capítulo 6, aporta en el campo de control de los sistemas 
BRT, dado que entrega un modelo de fácil implementación matemática y de rápida 
solución, a diferencia de otras metodologías, que a pesar de sus buenos resultados, su 
aplicación práctica se dificulta por los tiempos de solución del modelo, o por la tecnología 
requerida para su funcionamiento. 
 



















Se logró desarrollar un modelo matemático de optimización, que minimiza el número de 
apelotonamientos entre los servicios de dos rutas diferentes con corredor compartido. Las 
entradas del modelo de optimización, corresponden a las variables más utilizadas que son 
las tablas, frecuencia, etc. 
 
Se logró desarrollar un modelo matemático de optimización, que permite controlar la 
operación de los buses, para mantener la programación establecida en las tablas de 
programación. Este modelo al igual que el anterior utiliza las mismas entradas, pero a 
diferencia del anterior, la respuesta de este modelo entrega las acciones recomendadas para 
mantener la operación programada, y adicionalmente sirve para retroalimentar al usuario 
sobre el estado actual de operación. 
 
Se validaron los modelos matemáticos propuestos mediante simulaciones realizadas en el 
software MATLAB y se lograron comprobar los beneficios de la aplicación de ambas 
metodologías en términos de disminución de apelotonamiento y sostenimiento de la 
programación. No se logró determinar una mejora en la distribución de los usuarios dentro 
de los buses, porque  no se evidenció mejoras notables en los experimentos realizados. Lo 
anterior se debe al modelamiento de los usuarios dentro del simulador, que no siguen una 
matriz origen-destino. 
 
Los modelos matemáticos de optimización propuestos son de baja complejidad y de pocos 
requerimientos tecnológicos para el control de sistemas BRT. Se demostró que a un tamaño 
práctico de un sistema la solución de los modelos se obtiene en tiempos tolerables y 
prácticos. Sin embargo, se debe tener en cuenta los tiempos de procesamiento de las demás 
variables. Ubicación GPS, tiempo comunicación a los operarios, tiempo de almacenamiento 
de la información, entre otros. 
 
Ambos modelos son un complemento para la programación y el control del servicio de 
sistemas BRT. Para una programación de dos rutas con corredor compartido, se recomienda 
aplicar el modelo matemático para reprogramar la tabla esclava, y tener una sincronización 
entre los buses de diferentes rutas, que asegure que el apelotonamiento en la etapa de 
programación sea mínimo. Luego, con estas tablas optimizadas, se controla su operación 
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mediante el modelo matemático de optimización para controlar y mantener la programación 
de las tablas anteriores. 
 
9.2 TRABAJOS FUTUROS 
 
Como trabajo futuro se propone analizar el efecto de la demanda, según el horario de 
atención de los buses (Simulación del comportamiento de la demanda ante la oferta). Lo 
anterior en términos de confort y tiempos de viaje, con el objetivo de ver si realizando un 
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